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К проблеме Римана в случае произвольного числа особых точек
ПА. Хвощинская (Минск, Беларусь)
В 1857 г. Б. Риман поставил свою знаменитую проблему определения системы
аналитических функций y i(z ).... y „(z ), которая при обходе вокруг особых точек а, а„
аспьгшвавт линейное преобразование с помощью постоянных невырожденных матриц 
A i,..A n, образующих группу монодромии [1]. В первоначальной постановке проблемы 
Римана существует неопределенность, так ка к решение проблемы в этом случае
8ависит не только от точек a i а„ и матриц A i,..A n , но и от выбора ветвей
логарифмов. В дальнейшем под проблемой Римана будем понимать проблему 
оп^деления более узкого класса функций, для которых ветвь логарифма может быть 
(ыбрана однозначно.
Проблема Римана, как известно, тесно связана с краевой задачей Римана 
теории аналитических функций. Проводя через точки ai,...,a„ простой замкнутый контур, 
юиходим к  краевому условию
(t), t  e a ^ 'a ,,,^ ,, к  = l, . , . ,n ,  a„^., =  a j, (1)
ke A j  = ( a ,. . .a ,)-' . a ;  = E .
Киачу
Ьювию
Решение задачи можно искать в каком-либо выбранном классе Мусхелишвили.
Пусть т = 2 , а в качестве особьос точек возьмем точки a i....ап.оо. Рассмотрим
определения системы аналитических функций Ф (г)= (Ф 1.Ф 2) по краевому
Ф ^(() =  А ,ф - ( ( ) .1 б а , “•k+l к  = L . , . ,  п, а„ = QD . (2)
^ Для матриц 2-го порядка в случае двух и трех особых точек решение задачи 
) строится тювольно просто. Оно выражается через элементарные и 
пергеометрические функции [2]. Отметим, однако, что в [2] неудачно выбраны ветви 
гарифмов, и на это указано Ю.В. Обносовым в [3]. Эти замечания учтены в 
стоящей работе.
В случае четырех и большего числа особых точек для задачи (2) построена 
ы т и ч ^ к а я  матрица и найдена картина разрешимости. Полученное решение зависело 
г (5а-2) параметров, из которы х-2(п-)-2) выражались явно, а для оставшихся 3(п-2) 
|раметров составлялась система из 2 (п-2) трансцендентных и (п -2 ) алгебраических 
авнений [2].
 ̂ Покажем, что число параметров, входящих в решение задачи (2) и подлежащих 
рпьнейшему определению, мохсно уменьшить на (п-2).
Для простоты изложения положим п= 3 .
Решение задачи (2) будем искать в классе функций, интегрируемых при г-^Зк 
I= lj2 ,3 ) и почти ограниченных при z->oo.
Обозначим характеристические числа матриц А ,,.,А к ‘ (к  = u j , А о= А 4= Е ,
|Ч)ез ttk  и р|[. Введем обозначения
( Т к = ^ ) п р к ,  - l< R e ( 7 k ^ 0 ,
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Д = 2] (рк + ®к)' Д ~ целое, -7 < А S 0.
Пусть Ф (г) =  (y i(z ),y 2(z )) -  какое-либо решение задачи (2). 
максимально возможный порядок p i на бесконечности. Можно показать, Ч | | | . ^  
окрестности каждой о с о ^й  точки это решение имеет вид
=  D i
l{ z - a ic )  “ v k (z ); iX y m )  U  'V 4 (z )j
где E)k ~ матрицы, приводящие матрицы Ак_,,А,( к  жордановой форме, функции l | ^ )
|к  =  1,4| -  гсэтоморфны в окрестностях точек ак, а ^ ( z )  либо гопоморфц^л в
окрестностях ак, либо имеют вид
K (z )  =  -  3 k )% (z ) +  w j((z ) при Pi, = ( к  =  1,2,3),
V4(z ) = - ~ 1пг1ц (г )  +  W4(z ) при р4 = 
/Ж1
и ^ k (z )  ^к = l,4 j -  голоморфны в окрестностях точек ак, ик(ЗкУ 0, ^ (а к У 0 ,^ (а к )Л ; 
Р« = Р4 + ^ | .  +  к г -
а  tianbie числа к , и кг подбираются из условия
Е (р к  + « ^к) +  Р» +«^« = 1
к=1
или к 1+ к 2= 1-Д-
Очевидно, что решение Ф (г) будет иметь максимальный возможный
(«
на б е ско ^н о сти , если к |
2 -  Д
. к г  =
1 - Д
в случае /^ар4 £  и
k i
I -  д' '2 - Д'
2 ,,. К2 = 2 в случае Re Р4 > Re 0 4 . Тогда pj =
Система функций
( п ( * - ® к ) У 1 ,П ( г - а к ) У 2 |
kh=J .̂ k=J
также является решением задачи (2) и имеет на бесконечности порядок p i—2 . 
Рассмотрим систему функций
7 3 3
п  (г -  ак)у[ -  qy, П  (̂  -  Зк)У2 -  ЧУ2
к=1_____________  к=1_____________2
(У ’ -У г)^ Z -  Ь Z -  Ь
щ
где q и Ь -  некоторые числа, Ь Нк (к= 12 .3 ). Вектор-функция (5) удовпвчИ Р *'' 
краевому условию (2) и будет гскюморфной в точке z= b  при выполнении условий
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y j(b )q  = П (Ь -а к )у ](Ь ) , } = 12
k=I
Для этого достаточно потребовать, чтобы функция у г(г )  в точке z= b  имела 
ноль второго порядка. Тогда параметр q можно найти по первой из формул (6). 
Порядок р2 функции (5) равен: p2* = p i- l.
(6)
Матрица X  
Рассмотрим матрицу
является нормальной, но не является канонической.
Х (г) .  Х - ( 4 ‘  “ 1 , „ .  .  .  h  ^
W  и  если R e p ^ ^ R e a ^ .
Порядок р2 второго столбца матрицы X (z ) равен 
Р2 = m a x lR e p ^R e c ^ j -  I.
Матрица X (z ) обладает следующими свойствами:
1) элементы X (z ) принадлежат выбранному классу;
2) det X(z>tO всюду в С \  (J  { э к } :
k=i
3) порядок р определителя матрицы X (z ) равен сумме порядков ее столбцов
fif- Р =  Р« +  -  1 =  р, +  рз .
Следовательно, матрица X (z) является канонической. [Ю  .
Составим систему ДУ, которой удовлетворяет матрица X (z).









,где p(z) =  n ( z - a k ) .
k=l
Подставляя матрицу Хо(г) в краевое условие (2), дифференцируя его на 
аждом из участков a^+i ( к  = 1,2,3) и исключая матрицы Ак, получим краевое 
(словив
Рассмотрим матрицу








0 Ф )  У г У Г - у ; У ?
z - b  y,yj -угу;  
z - b  P'(z) 1  ̂ y,yg -  уду"




Учитывая представление (3), нетрудно показать, что элементы матрицы Щ  
аналитичны всюду в С, за  исключением точек at, ai, аз, Ь, где они имеют полюсы.





Зь -  3: 7
^  { ч  -  bXz -  З к) (z -  Ь )' ^  2 -  Ь
j5tk \  /
■PccOf«
Z “  Ь Рк +
Ф ) ^ ' z - aк=1 2 -  а,(
W )
3
причем 5 ^ {р к +  О к) + Р «  +  -  1 = О , что совпадает с соотношением (4).
к=1
Подставляя в (8*) X g (z) =  X (z)
1 q(z -  b) ' -  6Z
lO  1
систему ДУ, которой удовлетворяет каноническая матрица X(z):
d x  „ Л  и
получим регутИ м о
—  = x z - ^ ,
dz i( - i z -  а,,
где
Uk =
 ̂ {Лк +Рк)(лк+«^к)-------------------------
(ь  -  а „)« )к
, ( а „ - Ь ) ® к  Л к + Р к + ® к  7
“к = 1 /  П  (̂ к -  3j)
Нi#k
Лк = [ЕакС̂ к -  Ь) -  q]®k.
Система (9) сводится к  ДУ вида
у "  +
1t  ~  Р*к _
Z -  а|( Z -  Ь
у' + -
Z -  Ь
П (2-ак)
к=1
{ г - b f  2 -Ь
' Рк + °к
П(Ь-ак)
к=1
^ 3  3 -  aj.
+ р«<т« + Е р к О к П т г т т г г г
Уравнение (10) -  это ДУ класса Фукса с пятью особыми точками аь 
00, причем точка z= b  является регулярной. Это уравнение содержит 8  изв 
неизвестных параметра -  q и Ь. Составим уравнения для нахождения парамет
Ь.
Выберем параметры q и Ь так, чтобы локальные решения (31 




к  = 1,2,3.
Нетрудно установить, что произвольная матрица Dk, приводящая
A k_ iA |(‘ к  жордановой форме, имеет вид 
<>
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Dk = D kT jj, Tk =
Гк 0 
0 5v при ttk  Pk ^  Tk =
Yk 0
§k Yk
, приа|( = P]j, к = 1,4 (12)
ще D), -  постоянная невырожденная матрица, приводящая Ak-iAk к  жордановой форме, 
а Yk. Стк -  некоторые числа.
С другой стороны, в окрестности каждой особой точки имеют место 
соотношения ■ »'
к  = 1,2,3. (13)
|дв Л |; = ; j  -  постоянные невырожденные матрицы, элементы которых
сыражаются через функции Uk, Vk. Uk+i. Vk+î u их производные в фиксированной точке, 
причем значения их справа и слева от ко н тур  различны.
Подставляя (12) и (13) в (11), приходим к  трем матричным уравнениям
ТкЛк = SkTk î. где Sk = (sW ) = Dk'6^̂ 1, к = 1,2.3,
которые дают систему 12-ти уравнений для определения ук, «Тк (к =  1,2,3). Условия 
совместности этой системы дают 5 уравнений для определения q и Ь, из которых лишь 
два являются независимыми.
Установлено, что параметры q и Ь можно найти, решив систему двух 
уравнений вида
detA^ _  ^12 ^ ij
detS^ M J k )  к Ь,2 by
, к  =  12, (14)
f l,  если ttk  =  Рк- .!де I =  s I
12, если a jt ^  pjj,
2, если ttk + i = P k + i .
1, если ttk + i nt Pk+i.
Аналогичные построения производятся и в случае ■произвольного числа особых 
очек ai,...,an.«>.
Обозначим ttk , Рк -  характеристические числа матриц A k . jA k '  
(к = 1....... п  +  1), А о= А п+1= Е . Находим числа




PoO ”  Pn+1 +
l
^  * £ (p k  ^k)* ^ ■" целое число, -2n-I $ A ^ 0,
■ =1
Г 2 - Л 1  Г 1 - A '
Too -  ^^n+1
f l - A l
Р» =  Pn+l +  ~ Y ~  h = <Tn+i + 
Нетрудно показать, что матрица
2
2 - Д
если /?ерп+1 < Rea„^^ 
если /?ерп+1 S Rea^+i.
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X (z) У1 У1
У2 у*2.
У)
П ( ^ - а к )  „_2
------------- y l - l - V y H  =  i-2 'm=lZ -
П ( ^ - ь . )
где bm, qm {m = l,...,n -2 ) -  некоторые числа, а y i, у г -  фундаментальная 
решений ДУ класса Ф укса
^ ~ ®к
r + [ i -
Vk=i л=1 ^
0 - 2
n ( * - b j
m « l
п - 2  д  
Ч т
/
1 1 Р к  +  <Тк
п - 2  .
п  ( ь . - ь О
П ( г - а к )
к>1
1 Т -  ь „  Й  ь „  -  8к
Ч т  п
П ( Ь ш - » к )  
к -1  J
П К-а,)
к-] 2- - ПК - ь„
т>’1
является нормальной и простым преобразованием сводится к  канонической.
Для определения лефаметров qm, Ьт (т = 1 ....п -2 ) составлена система 2{Л-9'
трансцендентных уравнений, аналогичных уравнениям (14).
Частными индекёаМй Хь Х2 задачи (2) н ^о ве м  целые части от 
столбцов мгприцы X (z) на бесконечности.
Xi
1 - Д 0 ^  X i ^  п +  1. Х2 = о S Х2 ^  п.
Так как 0 ^  X i -  Хг -  1 > часгнь® индексы устойчивы.
Суммарный индекс х  задачи (2) и число t  линейно независимых 
будут задаваться формулами:
X = X] + Х2 = -Д> о < X ^ 2п + 1.  ̂ = X + !• 1 ^  ̂^ 2п + 2.
Аналогичный метод может бьнь использован при решении проблемы 
матрицами порядка ^  3.
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